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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA -
08.02.2026
CLASA a XI-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: - Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.
- Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului precizat in barem.
- Se acorda zece puncte din oficiu.

Subiectul I (20 puncte)
a) Se considera A, B € M,,(R) astfel incat AB = BA. Aratati ca det(A2 +BZ) >0.
b) Daca X € M,(R) si det.X >0, aratati ca det(X—In +X‘l) >0.
Solutie:
det( 4 + B*) =det[ (4 +iB)(A—iB) ] =det(A4+iB)-det(A4—iB)=
Y = det(A+iB)-det(A+iB)=det(A+iB)-det(A+iB)=|det(A+iB) 20
b) Daca X € M,,(R) si det X >0 atunci X este nesingulara, deci X este inversabila, adica

existi X! € M,,(R). Mai mult,

det X -det(X — 1, + X ") =det| X (X 1, + X )| =det(X*~ X +1,)=

2 2 2
=det X—lln +§In =det X—lln + ﬁln
2 4 2 2

Verificam ca [X—%Inj-(ﬁlnj:[ﬁan-(X—lln] si atunci din a) avem «ca

2 2 2
2 2
1 J3 _ 4 N ;
det X_EI” + 71,1 >0, deci detX-det(X—In +X )2 0. Cum din ipotezad avem ca

det X >0 obtinem ca det(X—InJrX"l)ZO.
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Detalii de rezolvare Bar(?m
asociat
a) det(A2 +B2)=det[(A+iB)(A—iB)] 2p
det[ (A +iB)(A-iB)]=det(A4+iB)-det(A-iB) 2p
det(A+iB)-det(A—iB)=det(A+iB)-det(A+iB) 2p
det(A+iB)-det(A4+iB)=det(A4+iB)-det(A+iB) 2p
det(A4+iB)-det(A+iB)=|det(A+iB)[ 20 2
b) X € M,(R) si det X >0 atunci X este nesingulara, deci X este inversabila,
adici existd Xt € M,,(R) Ip
det X -det(X — 1, + X ") =det| X (X ~1,+ X ') ]| =det(X* -~ X +1,) 3
det(X2 -X+1 ):det (X—ll Jz +EI
n 2 n 4 n 2p
2 T 2 2
de{(x_lfnj A1 f-se(x-10) {ﬁfn] 1
2 4" 2 2 p
Verifica ca [X—llnj- —3],[]:(—31,1]-()(—11”) 1
2 2 2 2 p
Foloseste a) si arata ca
2 2
det X -det(X —1,+ X ') = det (X—%Inj +£§1ﬂ] >0 Ip
Cum, din ipoteza, avem ca det X >0 obtinem ca det(X -1 +X ’1) >0. Ip
0] 7 1 N 20p
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Subiectul I (20 puncte)

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD _@é’% MINISTERUL EDUCATIET

Fie matricele A, B € M,(C) astfel incat 4° = A°si A+B=1, Sa se arate cd matricea

I, + AB este inversabila.
Solutie:

Inmultim relatia 4+ B =1, la stinga cu matricea A si obtinem A+ AB = A, relatie pe care o
inmultim la dreapta cu AB si vom avea A’B +(AB)2 = A’B. Dar 4° = 4%, deci A°B=A4"B,

de unde (4B)" =0,.

Atunci I, =1,~(A4B) =(1I,+AB)(I,~ 4B). Cum si (I,—AB)(I,+4B)=1I,, avem ci
matricea [, + AB este inversabila.
. Barem
Detalii de rezolvare .
asociat
Inmulteste la stinga A+ B =1, cumatricea 4 si obtinem A>+ AB = A. 3p
Inmulteste apoi la dreapta cu 4B si obtine A°B+ (AB)2 = A’B. 4p
Arata ca (AB )2 =0, 5p
Araticd I, =(1,+AB)(1,- AB) 4p
Verifica ca (1, — AB)(I,+ 4B)=1, 2
Trage concluzia ca I, + AB este inversabila 2p
0] 7 1 N 20p
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Subiectul III (25 puncte)

2

. . o : 2005
Fie (a, )n21 un sir de numere reale definit prin @, =~+/2005 si a,,, = %’ vn € N*,
a) Aratatica 1<a, <2005,vn € N*,
b) Aratati ca sirul (an )n2 | este un sir monoton.
¢) Calculati lima, si limn(a,—1).
Solutie:
a) Demonstreaza prin inductie matematicd ca 1<a, ,Vn € N7,

iar apoi ca a, <2005, vn € N*. Prin urmare 1< a, <2005,vn € N*.
2 2
2 -2 2 a,—2005)(a, -1
b) Calculeazad a,,, —a, :L()()S_an _ @, —2006a, +2005 _ (a, )(a,-1)
2006 2006 2006

Din a) avem ¢ 1<a, <2005, Vn € N*. Prin urmare a,,, —a, <0, Vn € N*, deci sirul (a, )nZl

este un sir descrescator.

c) Din a), cum 1<a, <2005Vn € N*, avem ca sirul (an )m un sir marginit, iar din b)

avem cd sirul (an )n>1 este un sir descrescator, prin urmare conform Teoremei lui Weierstrass

avem ca sirul (a,)  este convergent. Fie lima, =1 € R. Trecem la limitd in relatia de

n—-oo

2
2
recurentd si obtinem l=ﬂ, de unde /=1 sau /=2025. Dar (a,)  este un sir

2006 el

descrescator si 1<a, <2005vn € N, deci /=1.

Pentru a calcula limn(a, —1) vom folosi lema lui Stolz -Cesaro.

n—»0

limn(a, —1) = lim ——.

n—o n—o 1

a,—1

n—x0

Cumsirul (a,) _ este un sir descrescitor cu lima, =1, avem ca [ j este un sir monoton
n=1

a,—1

crescator si nemarginit, deci putem aplica lema Stolz -Cesaro.
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limn (a, ~1) = lim—"— = ljm — 17" i G 1) (@, 1)
n—o n n—o 1 n—o0 1 3 1 N0 a —a,,
Cln—l an+1_l Cln—l
=—lim (a"+1 _1)(a" _1) = —lim (an+1 _1) .
= (a,—2005)(a,—-1) == (a,—2005)
2006 2006

Cum lima, =1, avem ca limn(a, —1)=0.

n—>o0 n—»o0

Detalii de rezolvare Bar(?m
asociat
a) Demonstreaza prin inductie matematicd cd 1<a,,vn € N* 3p
Demonstreaza prin inductie matematicd ca a, <2005, vn € N* 3p
. (a, —2005)(a, -1)
b) Araticd g, —a,= 3p
2006
Demonstreazd cd (a,)  este un sir descrescator. 2p
c) Aratd ca sirul (an )nZl este convergent cu limita / =1 sau / =2025 3p
Justificd ca /=1 2p
limn(a, ~1) = lim——.
n—om n—»0 lp
a,—1
Arata ca se poate aplica Lema Stolz -Cesaro 2p
a,. —1
Aratd ¢i limn(a, —1)= —1imM
n—w n— (an _2005) 4p
2006
Justificd ca lim n(a,—-1)=0. 2
1] £: | IR OO APPSR 25p




s INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD L,f MINISTERUL EDUCATIE]
Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 /28 00 08, Fax 0257 / 21 47 46, 5 \‘: 31 CERCETARII
web : www.isjarad.ro

e-mail: inf_arad@isjarad.ro =
Subiectul IV (25 puncte)

< 1
Fie (a,) _ un sir de numere reale definit prin a, =
n1 ’ n

,Vn € N*,
k=1 n2 +

b

a) Calculati lima, .

n—0

b) Calculati lim(a, )n.

Solutie:
1 1 1 N . el
a) Avem < < , Vke{l,2,...,n}. Adunand cele n inegalitati
\/n2+n \/n2+k \/n2+l
obtinem <q <" Cum  lim—— = lim e =1 aplicand criteriul
’ N ent+n 7N’ +1 ,

clestelui obtinem lima, =1.

n—>0

— en—)w
n—>x0 n—m0

! n(a,,—l) im n(a,—
TR T

Au loc inegalitatile:

k k k

< < , Vkeil,2,...,n
(n+\/n2+n)\/n2+n (n+\/n2+k)\/n2+k (n+\/n2+l)\/n2+1 { }

Adunand cele n inegalitati obtinem

n

Z k SZ": k < < k

k=l (n+\/n2+n)\/n2+n = (n+\/n2+k)\/n2+k = (n+\/n2+1)\/n2+l
y k y k

= ; <3 k < kz:;

(n+\/n2 +n)\/n2+n k=1 (n+\/n2+k)\/n2 ko (n+x/ﬁ)\/m
Cum ik= n(n2+l)

k=1

, obtinem
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n(n+1) <Z”: k < n(n+1)
2(n+\/n2 +n)\/n2 +n (n+\/n2 +/’c)\/n2 ko 2(n+x/ﬁ)m
n(n+1) 4 —k n(n+1)

—_— >z >_

2(n+\/n2+n)\/n2+n = (n+\/n2+k)\/n2+k B 2(n+\/nzT)\/nZT

Cum lim| - n(n+1) =lim| - n(n+1) :—l, aplicand

e 2(n+\/n2+n)\/n2+n e 2(n+\/n2+1)\/n2+1

o C - z —k 1 . no -
criteriul clestelui obtinem ci lim =——, deci lim(a,) =e

A (n+\/n2+k)\/n2+k 4 i

B
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Detalii de rezolvare Bar(?m
asociat
. . n n
a) Arataca e <a, < = 4p
n +n n +1
Aratd ¢ lim ———— = lim ——— =1 4p
" \/n2 +n "7 \/n2 +1
Aplica criteriul clestelui si obtine lima, =1. 2p
oo . n lim n(a,-1)
b) Aratdci lim(a,) =e™ 1p
Arata ca n(a —1)—Zn: -k
" k=1 (n+\/n2+k)\/n2+k 3p
Foloseste inegalitatile
k < k < k  Vk=1,n
(n+\/n2+n)\/n2+n (n+\/n2+k)\/n2+k (n+\/n2+l)\/n2+1 2p
Arata ca
B n(n+1) % —k S n(n+1) 3p
Z(n+\/n2 +n)\/n2 +n k=l (nJr\/n2 Jrk)\/n2 +k 2(n+\/n2 +1)\/n2 +1
Arati ci i n(n+1) i n(n+1) 1
ratd ca lim| — =lim| — =—— 4
" 2(n+\/n2+n)\/n2+n e 2(n+\/n2+1)\/n2+1 4 p
o e e : —k 1
Foloseste criteriul clestelui si obtine ca lim Z =—— Ip
i (n+\/n2+k)\/n2+k 4
_t
Aratd cd lim(a,) =e * Ip

25p




